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Boas-vindas

Seja bem-vindo(a) ao curso de matematica basica!

Aqui, vocé tera a oportunidade de relembrar conceitos matematicos do
ensino fundamental e do ensino médio.

Isso podera ajudar vocé a ampliar os conhecimentos gerais, que é um
dos objetos da formacao superior.

Desejamos bons estudos!
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'<Q/ Apresentacao

Neste livro, trataremos sobre os principais temas de matematica do
ensino fundamental e do ensino médio que serdo necessarios para
que vocé possa apresentar um 6timo desempenho nas disciplinas que
requerem conhecimentos matematicos prévios.

No ambito do ensino médio, por sua vez, um livro assim pode servir
imensamente comoummeiodereverosprincipaistopicosde matematica
que o estudante precisa saber para, ao ingressar na universidade, poder
encarar 0s cursos iniciais de matematica de uma maneira sélida e
produtiva. Um curso dessa natureza, normalmente, é chamado de pré-
calculo, pelas razoes ja apontadas.

Como livro digital interativo, a ideia é fazer com que o aprendizado
matematico se torne mais dinamico, com simulacdes, videoaulas
explicativas de temas particularmente complexos, quizzes em pontos
importantes do material etc.

Assim, apresentamos a seguir uma legenda dos icones que indicarao
que tipo de atividade esta disponivel, sempre com as informacoes
necessarias para que vocé possa utilizar o elemento interativo com a
maior qualidade possivel.

Representa uma aula completa em video sobre o tema da segdo.
No video, sdo explicados os temas apresentados na secdo, e sdao
também, eventualmente, apresentados temas correlatos

Representa uma simulagao que se relaciona ao material sendo
estudado naquele ponto. E um chamado a vocé, para que faca uma
pausa na leitura um momento e reforce a apreensao do conteddo
a partir do simulador.

Representa um desafio para vocé. Uma tarefa de maior grau de
dificuldade, mas cujo processo de resolu¢dao podera contribuir
muito com a sua compreensao da disciplina e o desenvolvimento
de sua maturidade formal.

Agora, maos a obra e vamos ao curso! Vocé pode comecar agora,
assistindo a este video que inaugura o curso:

Assista A matematica como linguagem.



https://www.youtube.com/watch?v=nXxzyhLRcm0&feature=youtu.be

mconjuntos

O estudo dos conjuntos é de suma importancia para a compreensao
de inumeros tépicos em matematica (assim como em outras areas, a
exemplo da estatistica). Em particular, a compreensdao do que sdo
0s conjuntos, isto é, como vocé pode operar com eles, dentre outros
aspectos, é fundamental para o estudo das fung¢des, que vocé vera mais
adiante. Uma parte importante da légica formal, chamada de l6gica de
predicados de primeira ordem, também é totalmente fundamentada a
partir de conjuntos.

A\

Assim, nesta unidade, esperamos que vocé, ao final, seja

capaz de:

. caracterizar conjuntos;

. operar com conjuntos; e

. pensar logicamente a partir de conjuntos.

Assista 12 aula de conjuntos.

Em matematica, conjunto é, intuitivamente, uma colecio ou um
agrupamento de objetos, chamados elementos. Os elementos podem
representar qualquer coisa — numeros, pessoas, letras etc. -, até mesmo
outros conjuntos.Se x é um elemento do conjunto B, entdo representamos
matematicamente isso por Xx€B. Da mesma maneira, representamos que
um elemento x ndo pertence ao conjunto B por x¢B. Essas relagoes entre
elementos e conjuntos sao chamadas de relacoes de pertinéncia.

Um conjunto é representado por uma letra do alfabeto latino,
maiuscula (A,B,C,...), enquanto que seus elementos sao representados
por letras latinas minusculas, interpostos entre chaves. Assim, por
exemplo, A={v,x,y,z} representa um conjunto A dos quatro elementos
V,X,yez.

A maneira mais simples de representar um conjunto é por meio de
uma lista de seus elementos entre chaves ({ }):

P={casa, mansao, barraco}.



https://www.youtube.com/watch?v=Wj1RLSdbyvo&feature=youtu.be

Informalmente, utiliza-se o sinal
“..” quando a regra de formacao
do conjunto € Obvia a partir da

enumeracao de alguns elementos.

Assim, os conjuntos a seguir tém, respectivamente, um numero finito e
um numero infinito de elementos:

A={1,2,3,..,100}e N={0,1,2,3,4,...}

O numero de elementos de um conjunto define sua cardinalidade.
Conjuntos que sdao elementos de outros conjuntos sao representados
com chaves dentro de chaves:

C={{a,b,c},{1,2,3,..,.89}}.

Também é possivel representar os conjuntos com a chamada notag¢ao
de composicao do conjunto, que utiliza uma propriedade P, comum a
todos os elementos, para definir os elementos do conjunto:

R={x|x é um pais do planeta Terra}.

O conjunto A sera formado por todos os paises do planeta Terra, ou
seja, R={Alemanha, Australia, Brasil,...}.

Neste outro exemplo,

F={x|x é divisivel por 2},




temos que F é o conjunto de todos os elementos pares.

Cachorro
Gato

Onga

Finalmente, do ponto de vista grafico, é possivel representar um
conjunto por meio do diagrama de Venn, uma linha fechada com todos
os elementos escritos em seu interior. Assim, por exemplo, os elementos
do conjunto F, anteriormente definido, podem ser graficamente
representados pelo diagrama de Venn apresentado a esquerda, enquanto
o conjunto dos animais poderia ser representado pelo diagrama de Venn
apresentado a direita.

Dizemos que um conjunto A é subconjunto de outro conjunto B
quando todos os elementos de A também pertencem a B. Por exemplo:

A={1,2,3} é subconjunto de B={1,2,3,4,5,6};

Nesse caso, A é subconjunto de B, e indica-se
simbolicamente por AcB, e dizemos haver entre

A e B uma relacao de inclusao. Do ponto de vista
légico, pode-se definir um subconjunto da seguinte
maneira:

AcBe(Vx)[x€EA—-XEB],

Que selé: A estda contido em B se, e somente se (&), para todo x (Vx), se
X pertence ao conjunto A, entdo x pertence ao conjunto B (= representa
o conectivo logico se..., entdo).

Yy B
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Do ponto de vista da representacao pelo diagrama de Venn, AcB pode
ser graficamente representado como nas imagens a seguir:

Poligonos

Poligonos regulares B
A"' .'i
iy
& i
h ;
H 1

Na primeira imagem, de todos os poligonos, destaca-se, como
subconjunto, o conjunto dos poligonos regulares. Na segunda imagem,
vocé encontra uma representacao abstrata do conjunto A como
subconjunto do conjunto B.

A expressao anterior define uma propriedade de conjuntos (a de
ser subconjunto) a partir de uma proposicao légica. Ela nos permite
demonstrar algumas propriedades da relagdao de inclusao.

Assim, é imediato que todo conjunto é subconjunto de si mesmo, pois
¢ uma verdade légica imediata que: se X pertence a B, entdo x pertence
a B, ou seja,

BcB & (Vx)[xeB—-x€EB].
Os subconjuntos de B que nao sdo iguais a B sdo chamados de
subconjuntos proprios. Note que dois conjuntos sdo iguais se, e
somente se, eles tém os mesmos elementos, ou seja,

A=Be(Vx)[xEA-XEB],

que é o mesmo que dizer A=B&[AcCBABCA].




1.1 Alguns conjuntos importantes

Assista 22 aula de conjuntos.

Conjunto unitario: conjunto com apenas um elemento. Por exemplo:
P={a}, ou P={x|x é pais sul americano cuja capital é Brasilia}.

Conjunto vazio: conjunto sem qualquer elemento. Por exemplo: P={x|x
€ um nimero primo e par maior que 2}. O conjunto vazio é geralmente
representado pela letra grega ¢ ou, simplesmente, por { }. O conjunto
vazio é sempre subconjunto de qualquer outro conjunto.

Conjunto das partes de um conjunto dado: dado um conjunto, €
construido com todos os subconjuntos que podem ser construidos a
partir de seus elementos. Por exemplo: se C={1,2,3}, entdao o conjunto
das partes de C, simbolizado por P(C), é dado por

P(O={¢,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},C}.

Conjunto universo: é o conjunto que contém
como subconjuntos todos os conjuntos possiveis.
Se temos um problema especifico, em que os
elementos tém uma caracteristica particular,
entdo podemos restringir o conjunto universo
a apenas elementos do tipo particular dado.
Assim, em um problema sobre niimeros naturais,
o conjunto de todos os numeros naturais é
o conjunto universo. Geralmente, o conjunto
universo € denotado por U.



https://www.youtube.com/watch?v=lFJg6WGoTEE&feature=youtu.be

1.2 Conjuntos numeéricos

Assista 32 aula de conjuntos.

Ha um tipo particular de conjuntos que sao muito importantes na
matematica: sdo os chamados conjuntos numéricos. Assim, temos:

Conjunto dos numeros naturais: é o conjunto N={0,1,2,...};
Conjunto dos numeros inteiros: dado por Z={....—3,—2,—-1,0,1,2,3,...};

Conjunto dos nimeros racionais: representado por Q={x/y|x€Z
e YEZ*}, em que Zx representa o conjunto dos numeros inteiros sem
incluir o numero zero;

Conjunto dos nimeros irracionais: representado por I, sao todos os
nimeros que ndao podem ser representados como nimeros racionais.
Por exemplo, 2-V2 é um nimero irracional, como se pode provar;

Conjunto dos numeros reais: representado por R, é o conjunto
formado por todos os nimeros racionais e todos os ndmeros irracionais.

A seguir vamos conhecer uma
representacao visual da relacao
entres os conjuntos.



https://www.youtube.com/watch?v=_pVnn6YPw5s&feature=youtu.be

Em termos de diagramas de Venn, podemos representar a relacao
entre os conjuntos na forma:

Note que um numero real ou é racional, ou é irracional, ndo podendo
ser ambas as coisas, nem uma terceira opgao.

Um tipo importante de subconjunto do conjunto dos nuimeros reais
R € 0 que chamamos de intervalo. Um intervalo pode ser construido
a partir de simbolos de desigualdade, como <, >, < ou =. Assim, por
exemplo, uma desigualdade dada por 0<x<1representa um intervalo de
comprimento 1, subconjunto dos numeros reais. Note que tal intervalo
inclui os pontos extremos (0 e 1). Um intervalo assim é apresentado
como [0,1], em que usamos colchetes justamente para indicar que os
pontos extremos fazem parte do intervalo. Dizemos que o intervalo é
fechado em seus extremos (ou fechado a direita e a esquerda).

Por outro lado, em um intervalo dado por 0<x<1, os pontos extremos
nao fazem parte do conjunto. Indicamos isso com o uso de parénteses,
representamos o intervalo como (0,1) e dizemos que o intervalo é
aberto em seus extremos (ou aberto a direita e a esquerda).

Finalmente, podemos ter intervalos mistos, ou seja, um
dos extremos pertence ao intervalo, enquanto o outro,
nao. Por exemplo: 0<x<1 é um intervalo em que o
numero 0 pertence ao conjunto, enquanto que o nimero
1 ndo pertence. Indicamos isso escrevendo [0,1). Neste

exemplo especifico, dizemos que o intervalo é fechado a
esquerda e aberto a direita.




Na figura a seguir, apresentamos os tipos de intervalos da reta real.

Representagio na reta real Sentenga matematica Notagdes simbdlicas

~Intervalo aberto:

e Owm—— | XeRJa<x<b} | Jabl | (ab)
a b é '=
-.r..n..i;:l‘{éw.é.luo.-.fggﬁéa‘c.;;nr...n remarrrma r.é—.. E ........... ‘:
— G ———— xeR| a<x<bh} | (a,b] [ab]
H a D E |
{intervaio semi-aberto & direita: | : ;
5 . {xeR|a<x<bh} i [a,b[ [a,b)
——— Pe——— H :
H a b i - :E
T e e e i
| {xeR|a<x<b} | Ja,b] (a,b]
a b H i

No aplicativo a seguir, vocé podera criar varios tipos de intervalos na
reta real para desenvolver sua compreensao do tema.

Modifique os valores e os colchetes:

[, B [-9,1]

— —
-11-10-9 8 7 6 5 4 -3 21012 3 45 6 7 8 9 101112

{reR/ —9<x<1} .

Esta atividade permite que vocé trabalhe com intervalos,
identificando quando sdo intervalos abertos, fechados,
ey (L Hll aumentando e diminuindo os valores dos limites dos intervalos.
Serve, portanto, para que vocé ganhe proficiéncia na escrita de
intervalos.

Teste todas as possibilidades, seja do tipo de intervalo (aberto ou
fechado; para tanto, basta clicar nos colchetes) e nos seus limites
numéricos (bastando, para isso, arrastar os pontos vermelhos).
Neste processo, fique bastante atento a mudanca dos sinais de
desigualdade apresentados na parte inferior.



https://www.geogebra.org/m/B2swAw7v

1.3 Operacdes entre conjuntos

Assista 42 aula de conjuntos.

De posse das ideias mais fundamentais sobre conjuntos, podemos
passar a investigar algumas operagoes que vocé pode realizar com eles.
Vejamos algumas:

Operacao de uniao

Dados dois conjuntos A e B, definimos o conjunto C como o conjunto
uniao de A e B (e representamos por C=AUB) da seguinte maneira:
C=AUB={x|(x€A)V(x€EB)},

Ou seja, € o conjunto de todos os elementos que pertencem a A ou que
pertencem a B.

Em termos de diagramas de Venn, expressamos a unido de dois
conjuntos A e B como na figura a seguir:

Pintamos da mesma cor os dois conjuntos para mostrar que todos os
elementos pertencem a unido deles.



https://youtu.be/e6lNgGeXTYI

Operacado de intersecao

Dados dois conjuntos A e B, dizemos que o conjunto intersecdo de
A e B é aquele que possui apenas elementos que estdo em A e em B.
Simbolicamente, temos:

ANB={x|(xeA)A(XEB)},
Representamos graficamente essa operagdo como na figura a seguir:

Representamos explicitamente a parte que define apenas a intersecao.
Operacao de diferenca

Se vocé quiser tomar, de dois conjuntos A e B, apenas os elementos
que estdo em A, mas nao estdo em B, entdo utilizamos a operacgao de
diferenca. Assim, definimos o conjunto diferenca entre A e B, escrito
como A-B, da seguinte maneira:

A—B={x|(x€A)A(x¢B)},

A B




N

O conjunto complementar

Dado um conjunto A qualquer, dizemos que o conjunto complementar
de A, com relagdo ao conjunto universo U é o conjunto de todos os
elementos de U que ndo pertencem a A. Se desejamos representar a
complementaridade relativa de um conjunto A respectivamente a um
conjunto B, entao dizemos que € o conjunto de todos os elementos de B
que ndo pertencem a A. A complementaridade de A em B, simbolizada
CBA, pode, portanto, ser expressa em termos da diferenca.

O produto cartesiano

Uma nog¢do muito importante na teoria dos conjuntos € a de produto
cartesiano. Assim, considere que temos um conjunto A e um conjunto B.
O produto cartesiano entre A e B, simbolizado por AXB, é o conjunto
de todos os pares ordenados (x,y) tais que x€A e yEB. Assim,

AxB={(xy)|(x€A)A(yEB)}.

E importante ndo confundir o produto cartesiano com a intersegdo. Os
elementos do produto cartesiano sao pares ordenados.

Em termos de diagramas de Venn, representamos graficamente o
produto cartesiano como uma tabela ou como setas que vdao de um
conjunto ao outro formando os pares ordenados.

ﬁ_ 2_ ____:3:1 B

(x 1) (x,2) (x,:;;\'-.

z/\@1) | @2 | @3))
\v,f \ 4




O produto cartesiano é muito importante para definir o chamado plano
cartesiano, que sera o plano em que iremos definir nossas funcoes.
O plano cartesiano nada mais é que RXR, em que R é o conjunto dos
ndmeros reais.

u U: « numeros naturais entre 1 @ 10»

T AUB

ANE

ANB

CANMB

AUB=AnNB ANnB=AUB
A snumeros pares entre 1 10s B: enimeros primos entre 1 e 10s

Na atividade, vocé encontrara os conjuntos A e B (contendo
numeros naturais, se quiser exp0-los). Ali ha inimeras op¢des
DWW Hl que combinam operagdes com os conjuntos A e B. Nem todas
sao possiveis, entretanto. Em funcdo da sua escolha, o simulador
seleciona regides dos conjuntos.

Teste todas as possibilidades, sempre refletindo sobre o
resultado. Isso lhe dara uma excelente ideia sobre o efeito de cada
uma das operagoes sobre os conjuntos em geral (outro excelente
simulador geogebra pode ser encontrado aqui). Note que nao
faz sentido marcar um conjunto e seu complementar ao mesmo
tempo.



https://www.geogebra.org/m/vGZ8AE4g

Matematica Elementar

Continuando nossa intencdo de relembrar conceitos matematicos do
ensino fundamental e do ensino médio, esperamos que vocé, ao final
desse estudo, seja capaz de:

Uma vez que estudamos os conjuntos numéricos a partir da perspectiva
de conjuntos, é importante recapitular certos conhecimentos que
aparecem a todo momento quando desenvolvemos expressoes
matematicas.

Aqui estudaremos as frag¢oes. Depois,
estudaremos a potenciacao e a radiciagao.
Abordaremos, entao, a manipulacao de expressoes
polinomiais, em particular voltados para as
suas simplificacoes. Dentre tais expressoes,
estudaremos os produtos notaveis.
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2.1 Fracdes

Fragdes sdo niumeros que expressamos pela razao de dois numeros
inteiros,ouseja,podemosdizerqueafracdodeumnumeroérepresentada
de uma forma genérica como a razdo a/b, onde a é o numerador e b o
denominador e, por definicdo, b#0.

Um pouco de nomenclatura:

Fracdao propria: toda aquela em que o numerador é menor que
denominador. Uma fragao propria representa um valor maior do que
zero e menor do que um (assumindo-se numerador e denominador
positivos).

Ou seja: b>a—0<a/b<1.

Assim, por exemplo, 1/3,4/14 sao fracbes proprias;

Fracao impropria: sdo aquelas em que o denominador é menor que
o numerador. Representam valores maiores do que um, assumindo-se
numerador e denominador positivos.

Ou seja: a>b—a/b>1;

Fracao aparente: sdao aquelas em que o numerador é um multiplo do
denominador. Sdo ditas aparentes porque, de fato, apos simplificacao,
ndo representam mais um numero racional, mas, sim, um numero
inteiro. Ou seja, na fragdo aparente a/b—a=m-b, em que m € um ndmero
inteiro; neste caso a=m de fato.

Agora que sabemos caracterizar as fracdes, precisamos saber como
operar com elas, ou seja, como combinar fragdes segundo as operagoes
aritméticas fundamentais de adicao, subtracdo, multiplicacao e divisao.




2.1.1 Simplificagao de fracdes

Assista Tipos de fragoes, fracoes equivalentes e
simplificacdo de fracoes.

Em primeiro lugar, devemos lembrar que uma fracao nada mais é do
que a representacao de uma divisao. Assim, de forma geral, uma fragao
qualquer, do tipo a/b significara que a=b/q, onde q, o resultado da
divisdo, nao é um numero inteiro (estamos assumindo fra¢cdes préoprias
e improprias, apenas). Assim, por exemplo, 18/7—-18=7-2,5714.

Podemos multiplicar ambos os lados desta igualdade pelo mesmo
numero, digamos k, para ficar com (18-k)=(7-k)-2,5714. Dessa maneira,
fica 6bvio que se multiplicarmos o numerador e o denominador pelo
mesmo numero, nao alteraremos o resultado.

Raciocinando inversamente, se temos uma fracdao a/b dando um valor
g, de tal maneira que a e b tém um fator comum, digamos m€Z, ou
seja, a=a’-m e b=Db’-m, entdo a’-m=(b’-m)-q e podemos, simplesmente,
desconsiderar o valor de m, escrevendo a fracao na forma simplificada
a'/b’. Esse processo de eliminar fatores comuns no numerador e
denominador chama-se simplificacao de fracao.

Fragbes equivalentes Fracdes equivalentes

3
6 E
o

w=5

No aplicativo, ha duas telas: uma para fragdes do tipo 1/d e
outra para fragdes p/q. Na parte superior, vocé ajusta a fracao que
quer analisar. Na parte inferior, vocé diz qual o niumero de colunas
em que quer subdividir o retangulo maior (representando o
numerador). O simulador Geogebra automaticamente ajusta o
numero de linhas (de modo que o retangulo fique subdividido
no numero de quadrados pintados que gerem uma fracao
equivalente a escolhida mais acima).

Descricao:

Rode o aplicativo varias vezes, modificando as fragdes superiores,
ajustando o numero de linhas do retangulo inferior, tentando
encontrar qual serd o resultado apresentado.



https://www.youtube.com/watch?v=e4OPrJ8NWiU&feature=youtu.be
https://www.geogebra.org/m/rps4kf84

2.1.2 Operacdes com fracdes 1: adicao e subtracdo de fracdes

Assista Adicao e subtraciao de fracdes: mesmo
denominador.

Ha duas situacOes caracteristicas na adicdo e subtracao de fracdes
que devem ser tratadas de modo independente. A primeira € quando as
fracoes sendo adicionadas ou subtraidas tém o mesmo denominador. A
segunda é quando essas fracoes tém denominadores diferentes.

Suponha que temos uma pizza e a dividimos em trés partes iguais.
Assim, cada parte vale 1/3 do total. Se somarmos duas partes, teremos
simplesmente 1/3+1/3=2/3; somando mais 1/3 chegamos a pizza
inteira, ou seja, 1. Essa operagdo, concretamente exemplificada, é
evidentemente geral e pode ser colocada em uma regra simples:

Dadas duas fracbes, se elas possuem

denominadores iguais, entdo, para soma-las
_ (subtrai-las), devemos simplesmente manter o
‘ denominador e somar (subtrair) os numeradores.
’V

_—

Assim, por exemplo, temos:



https://www.youtube.com/watch?v=g973TWkOOfE&feature=youtu.be
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Entretanto, ndo sabemos como somar ou subtrair, diretamente, fracoes
de denominadores diferentes. Em casos assim, devemos, primeiramente,
trabalhar com as fragdes envolvidas,de modo a que passem ater o mesmo
denominador, para entdo aplicar a regra apresentada anteriormente.

Vejamosumasituacao, paraverse,dela, conseguimos chegaraumaregra
geral: vamos adicionar 3/5 + 1/9. Nesse caso, para chegar a um mesmo
denominador, multiplicamos o termo a esquerda por 9 no numerador
e no denominador (ja vimos que isso nao altera o valor da fragao) e
multiplicamos o termo a direita no numerador e no denominador por 5.
Ficamos, assim, com

3,1 _39 , 15 _ 21, 5
5+9_5-9+9-5_45 457

que agora possuem denominadores iguais. Assim, aplicamos a regra
anterior para ficar com

3,121, 5 _ 32
5+9_45 45  45°

Os passos anteriores aparentemente resolvem nosso problema de
adicionar ou subtrair fragdes de denominadores diferentes. Mas veja
o seguinte exemplo: vamos adicionar agora as fragdes 3/12+7/15,
aplicando o método anterior, ficamos com

3 7T _ 45 84 _ 129
12 15 180 180  180°

Esseresultado,adespeito de estar correto, fornece uma fracao que pode
ser simplificada. De fato, ha um fator comum igual a 3 no denominador
e no numerador, pois 129=3-43 e 180=3-60, de modo que poderiamos
escrever o resultado como 43 /60 (e ndo seria possivel simplificar ainda
mais).




/

Curiosamente, 3 é justamente o fator comum que existe entre 12 e 15.
Mais ainda, se, em vez de multiplicarmos 12-15=180, multiplicarmos
(4-5)-3=60, obteremos o resultado no denominador ja simplificado.

O que esse argumento mostra é que, quando os denominadores das
fracoes envolvidas na adicao ou na subtracdao possuem fatores comuns,
podemos usar esses fatores uma unica vez, em vez de simplesmente
multiplicarmos esses denominadores sem mais. Finalmente, note que
60 é o menor numero que é multiplo, a0 mesmo tempo, de 12 e 15, pois
12-5=60, enquanto 15-4=60, e nenhum ndmero menor que 60 possui
essa propriedade. Chamamos a este nimero 60 de minimo multiplo
comum (mais brevemente m.m.c.).

Fica claro, da discussao anterior, que é interessante vocé ser capaz de
calcular o minimo multiplo comum de um conjunto de nameros (ndo
necessariamente de apenas dois numeros).

2.1.30btencao dominimomuiltiplocomum(m.m.c.) edomaximo
divisor comum (m.d.c)

Assista Fracoes com denominadores diferentes
- 0 minimo multiplo comum.

Para se obter facilmente o minimo multiplo comum de n nUmeros,
uma boa estratégia é fazer a decomposicao destes em fatores primos.
Vejamos um exemplo: se temos 3 nimeros, 28, 12 e 16, entdo podemos
decompb-los em primos da seguinte maneira 28=2-2-7; 12=2-2-3;
16=2-2-2-2. Se tomarmos cada um dos ndmeros primos que aparecem
nas decomposi¢cdes, no maior nimero de vezes em que aparecem,
teremos 2-2-2-2-3-7=336, e 336 é o menor numero que é multiplo de
28,12 e 16, a0 mesmo tempo.

Assim, temos uma regra para a obtencdao do m.m.c. entre n numeros
naturais.



https://www.youtube.com/watch?v=KGPMK7Uj0Nk&feature=youtu.be

Dados n numeros naturais, decomponha-os em
seus fatores primos. Para cada fator primo, tome
0 caso em que ocorra a multiplicacdo com maior
numero de fatores. A multiplicacdo de todos estes
termos serd o m.m.c. dos n numeros naturais.

Podemos aproveitar a discussao para definir um outro indicador
importante, chamado maximo divisor comum (m.d.c.) entre n nidmeros.
Como o nome diz, é o maior nidmero que ainda divide os n ndmeros
dados. Temos entdo a regra:

Dados n nimeros naturais, decomponha-os em
seus fatores primos. Para cada fator primo, tome
0 caso em que ocorra a multiplicacdo com menor
numero de fatores. A multiplicagdo de todos estes
termos serdo o m.d.c. dos n numeros naturais.

r 11 1L

Voltando agora as fragdes, podemos aplicar a seguinte regra para
encontrar a adicao ou subtracao de n fragdes com denominadores
diferentes:

Dadas n fragoes com denominadores diferentes, encontre o minimo
multiplo comum desses denominadores. Agora, para cada fragdo, divida
o m.m.c. encontrado pelo denominador e multiplique este resultado
pelo numerador. Todas as fragées ficardo com o mesmo denominador (0
m.m.c.) e poderdo ser somadas ou subtraidas usando-se a regra de soma
ou subtragdo de fragées com o mesmo denominador.

Yy B



Vejamos um exemplo: queremos somar as fragdes 5/18, 6/24, 3/14.
Neste caso, aplicando a decomposicdo, encontramos que 18=2-3-3;
24=2-2-2-3; 14=2-7. Assim, o fator primo 2 aparece com maior nimero
de fatores como 2-2-2=8, o fator primo 3 aparece com o maior nimero de
fatores 3-3=9 e o fator primo 7 aparece apenas uma vez, nadecomposicao
do 14. O m.m.c. entre esses numeros, simbolizado por m.m.c.{18,24,14},
ficaigual a m.m.c.{18,24,14}=8-9-7=504. A soma das fra¢des entao fica:

5 i 6 3 140 126 108 _ 374

18 24 14 504 T 504 504  504°
Note, entretanto, que esse resultado ainda pode ser simplificado
(dividindo-se o numerador e o denominador por 2). Isso ocorreu
porque utilizamos uma fracdao nao simplificada (6/24=1/4) nos
calculos. Se tivéssemos simplificado e, depois, feito a adicao, teriamos
um m.m.c.{18,4,14}=4-9-7=252. Nossa adicao ficaria

5,1, 3 _ 70 | 63 , 54 _ 187
18+4+14_252+252 252 5047
que ndo possuem fatores comuns, ndo podendo mais serem
simplificados.

A seguir vamos conhecer mais um
artificio interativo, clique no icone
para poder acessar.




2_2><l_ 8

3 3x4 12
Expand [ =] | *

1 B 1><3_ 3

4 4x3 12

+

Expand | =

Inpuit proper fractions in the
baxes with denominators<30.

2 1
— + —
3 4
| Reset |

Descricao:

Na regido a direita, devem ser inseridas duas fracoes
proprias. O simulador geogebra ira, entdo, apresentar a esquerda
as fracoes como dois retangulos, com o ndmero de subdivisdes
iguais aos denominadores das duas fracdes, e com subdivisdes
pintadas (hachuradas) iguais em numero ao numerador das
fracoes. Ao solicitar a adicao (clicando em “Add”), o simulador ira
apresenta-la graficamente. Vocé deve, entdo, buscar reduzir as
fracdes a fragdes com mesmo denominador, clicando em “expand”.
Quando as fragoes tiverem o mesmo denominador, aparecera a
direita uma checkbox para se efetuar a soma.

Vocé deve inserir duas fracoes (por exemplo 1/8 e 3/6).
Solicite, entdo, que a soma seja feita. Em seguida, antes de clicar em
“expand”, procure descobrir que nimeros deverao ser buscados
com o botao “expand” para se chegar a um mesmo denominador
e responda, entdo, qual o minimo multiplo comum associado
a fracdo. Teste sua resposta clicando em “expand”. Verifique se
alguma das fracdes escolhidas era ou nado redutivel (prépria) e

reflita sobre o resultado.



https://www.geogebra.org/m/AQAbDEgK

2.1.4 Operacdes com fragdes 2: multiplicagao e divisao

Assista Produto e divisdo de fracoes .

Como a fracdo é uma forma de representar uma divisao, as operacoes
de multiplicacao e divisao de fracdes sdo muito mais simples do que

a adicdo e a subtracao. As principais propriedades das operacoes de
multiplicacdo e divisdo de fragcdes decorrem do fato de que, se

a/b=c—a=c-b. (Regra de representacdo)

Assim, suponhamos que queremos saber o resultado de se escrever:

a

b
<

a . c
b * d°
d
Assim,sea/b-c/d=R,entdaoa/b=Rc/d.Usandoregraderepresentacao,
isso implica que a=R-b-c/d que, por sua vez, implica, usando novamente

aregra, a-d=R-b-c. Mas, usando novamente a regra (no sentido inverso),
podemos escrever entao

a-d .
b-c R’
Mas ja sabemos que a/b-c/d=R. Entdo, chegamos a propriedade
a
b _a . c__ ad
£ b d be”
d
Deste resultado, obtemos que
1 _1.a_ 5,
a T 1 " b a’
b
e, também
a ¢c_4a.d_ ac
b d b c b-d °

A


https://www.youtube.com/watch?v=yoZb9-iQLLI&feature=youtu.be

Agrupando essas propriedades, e as relativas a soma e subtracao,

temos
a c a-dtc-b
* 3T 3 bd '
i . ¢ a-d
. — - = —
b * d b-c ?
a c a-c
L —_— — = —
b d b-d ~
')
.

Descricao:

Os controles deslizantes a esquerda (C e L) determinam
o numero de pontos verdes nas colunas e o numero de pontos
verdes na linha. Assim, havera CxL pontos verdes. Com o controle
deslizante vermelho, vocé ajusta o nimero que vai aparecer no
numerador da fracdo vermelha (contado como o numero de
colunas na primeira linha atras da linha vermelha). Com o controle
azul, vocé ajusta o nimero que vai aparecer no numerador da
fragdo azul (contado como o numero de linhas na primeira coluna
abaixo da linha azul). O resultado da operac¢do é imediatamente
apresentado.

Vocé devera fazer ajustes nos controles C e L, bem como nos
controles azul e vermelho. Apds algumas tentativas, vocé deve
apresentar o modelo matematico que justifica o funcionamento
do simulador geogebra.



https://www.geogebra.org/m/nxr69fzn

92 Divisibilidade

Assista Estudo da divisibilidade por diversos
numeros naturais .

Existem algumas regras interessantes para se garantir a divisibilidade
de numeros grandes por certos fatores mais usuais. Lembramos que um
numero natural a é divisivel por outro nimero natural b quando a/b
dao um numero inteiro c; ou seja, a divisao ndo deixa resto. As regras
sao as seguintes:

e Divisibilidade por 2: um nimero s6 é divisivel por 2 quando ele
termina (algarismo da unidade) em um nimero par ou no zero;

e Divisibilidade por 3: um numero s6 é divisivel por 3 quando a
soma de seus algarismos é divisivel por 3. Assim, é possivel aplicar essa
regrareiteradamente sobre um nimero até que sobre apenas um nimero
de um digito, ou até que o numero restante seja facilmente verificavel
como divisivel ou nao por 3. Exemplo: 354791-29-11. Como 11 ndo é
divisivel por 3, o numero original, 354791, também nao ¢;

e Divisibilidade por 4: um numero sé é divisivel por 4 quando os
seus dois ultimos algarismos (dezena e unidade) formam um nimero
divisivel por 4, ou sao 00. Exemplo: 461098236—36; como 36 ¢ divisivel
por quatro, o numero original também é;

e Divisibilidade por 5: um nimero so6 € divisivel por 5 se terminar
no algarismo (unidade) 5 ou no algarismo 0;

e Divisibilidade por 6: um numero é divisivel por 6 se for
simultaneamente divisivel por 2 e por 3;

e Divisibilidade por 8:um numero é divisivel por 8 se os trés ultimos
algarismos (centena, dezena e unidade) formarem um numero divisivel
por 8. Assim, por exemplo, 321116784—784. Como 784 é divisivel por
8, entdo o numero original também sera;

B N



https://youtu.be/fBm8rOysw3Q

e Divisibilidade por 9: um nimero sera divisivel por 9 se a soma
de seus algarismos gerar um numero divisivel por 9. Aqui, como no caso
da divisibilidade por 3, é possivel seguir o procedimento até que reste
apenas um algarismo (que, neste caso, devera ser obrigatoriamente o
9, para que haja divisibilidade). Exemplo: 2985712—34—7. Como ndo
restou 9, 2985712 nao é divisivel por 9;

e Divisibilidade por 10: um numero sera divisivel por 10 se ele
terminar em O.

Como ja dissemos, em matematica nao basta
apenas saber que algo é verdadeiro... E importante
saber provar que este algo é verdadeiro.

Assim, podemos nos perguntar: como provar o
critério de divisibilidade por 3?

Considere o numero de quatro algarismos (pode ser tantos
quantos queiramos) abcd; podemos escrever este nimero como
ax103+bx102+4+cx10+d=a(999+1)+b(99+1)+c(9+1)+d. Por
outro lado, podemos reescrever esta ultima passagem como a
(999+1)+b(99+1)+c(9+1)+d=(999a+99b+9c)+(a+b+c+d). Ora,
0 primeiro nimero entre parénteses, (999a+99b+9c), é claramente
divisivel por 3. Assim, para que o numero todo seja divisivel também,
basta que (a+b+c+d) também o seja. Mas esse numero é a soma dos
algarismos, de modo que demonstramos o que queriamos. Note que
esta demonstracgao é claramente valida para o critério de divisibilidade
por 9 também.

Demonstre a propriedade de divisibilidade por 55.
Depois, demonstre a propriedade de divisibilidade
por 66.

Yy



2.3 Potenciagao

Assista Estudo e demonstracdes acerca de
potenciacao.

A potenciacdo nada mais é que uma notacdo simplificada para
representar a multiplicacdo repetida de um nimero, que chamamos de
base,umacertaquantidadendevezes,que chamamosexpoente.De forma
pratica, dado um numero a, multiplicado n vezes, escrevemos: an. Assim,
por exemplo, temos 33=3-3-3=27,0u (—1)4=(—1)-(—-1)-(—=1)-(—1)=1.

Se um numero esta elevado a poténcia 2, dizemos que ele esta elevado
ao quadrado. Quando a poténcia é 3, dizemos que esta elevado ao cubo.
E ainda importante observar o seguinte:

e Toda poténcia de 0 com expoentes positivos é igual a 0. Exemplo:
03=0-0-0=0;

e Osresultados de 0 e 0—n sao valores indeterminados;

e Para qualquer valor do expoente n, 1n=1.

pd

E muito importante que vocé se mostre capaz de
manipular expressdes envolvendo poténcias, elas
aparecem na matematica e na fisica a todo momento!
Para tanto, é necessario conhecer as regras envolvidas
no uso de poténcias numéricas. A seguir apresentamos
estas regras:


https://www.youtube.com/watch?v=VMl4qNaGWnc&feature=youtu.be
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Note que algumas dessasregras saoredundantes. Assim, se assumirmos
quea™=1/a™e que a™a"= a™*", temos imediatamente que a™a"=a™™",

De fato, a partir da notacao fundamental que diz que o numero a"
representa a multiplicacdo de a um numero n de vezes, assim como a
notacdo a ™ =1/a"™, é possivel provar todas as regras anteriormente
apresentadas.

Como exemplo, vamos demonstrar a regra (a-b)™ = a™b™. Note que a
notacao de (a-b)™ representa o produto a-b multiplicado por si mesmo
m vezes, ou seja,

(@a-b)™ = (a-b)-(a-b)-(a-b)...(a-b),

L. "y

-
M EZES

que podemos reorganizar na forma

(a-b)" =(a-a-a-a...-a)(b-b-b-b...-b).

“ a
m Yezes mvezes

E importante que vocé consiga demonstrar todas as propriedades,
assumindo apenas as duas nota¢des ja mencionadas, e seus significados.

@ Demonstre quea™-a"=a™*".Demonstre também
que (a™)"=a™". Usando essas duas propriedades,
demonstre que a™/a"=a™™".




)
2.4 Radiciacao

Assista Estudo e demonstracdes acerca de
radiciacao.

Para iniciar os estudos sobre radiciacao, vamos introduzir o conceito
de radicais. Seja a igualdade b"=a, dizemos que b é a raiz enésima de a,
ou seja:

b" =a — J/a =b,

indicando que a radiciacao é a operagao inversa da potenciacao. Disso
segue que podemos demonstrar imediatamente as propriedades da
radiciacdo, usando, para tanto, apenas as propriedades da potenciacao.
Temos as seguintes propriedades:

= y/a" = a; \/; \/ %0)

n/m n-m/ . ° E nw vm| A
* \/a — \/a, ﬂ% nmbn

Nao podemos esquecer que a radiciacio possui condi¢coes de
existéncia. Assim, se temos {7——(1 , @ raiz de um nimero negativo,
entdo: (@) esse numero nado pertence ao conjunto dos numeros reais, se
n for par; (b) esse nimero pertence ao conjunto dos nameros reais, se
n for impar.

Note que, a partir da primeira identidade, que, na verdade, é uma
definicdo para a raiz enésima de um numero elevado a m, podemos
demonstrar cada uma das propriedades acima apresentadas utilizando
apenas as no¢oes de potenciacao e de calculo com fracgdes.

[ ]
5
S
3 S
|
=
S
3
o



https://www.youtube.com/watch?v=VMl4qNaGWnc&feature=youtu.be
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n m __ = 1 -
Assim, por exemplo, vamos provar que (Va) @ ora, usando
. . . . n m /
a primeira identidade, temos que (v/a)" = (a'/®)™ | Usando uma
propriedade da exponenciacao, sabemos que:

({VE)m — (aljn)m — gml/n — gm/n — ((]rm)laf’n _ ofgm

As outras propriedades podem ser igualmente demonstradas. Vocé
deve tentar fazer essas demonstragoes.

Demonstre todas as propriedades de radiciacao
apresentadas anteriormente (sugestdo: use sempre
a definicao da radiciacao em termos da potenciacao
e as regras ja conhecidas da potenciagao).

2.5 Polinomios

Assista Polinomios: defini¢do e opera¢oes entre
polinémios .

Cada termo ax'y’---z¥, isoladamente, para algum valor dos expoentes
ij,k e para um numero a, é chamado termo monomial. Assim, por
exemplo, 3x*y*z, representa um termo monomial em que o coeficiente
é 3, e no qual x*y*z é a parte literal. Dois termos monomiais sdo ditos
semelhantes se eles possuem a mesma parte literal. Os termos nao
numeéricos X, y, etc. sdo chamados de variaveis. O grau de um monomio
¢ a soma das poténcias de suas variaveis. Assim, no exemplo anterior,
grau=2+4+1=7.

Um polindémio, de modo geral, é qualquer uma soma finita de
mondmios. Assim, um polin6mio pode estar definido em termos de
varias variaveis. De modo geral, estamos interessados em polin6mios
que dependem apenas de uma unica variavel. Neste caso, os polindmios
assumem assumem a expressao

p(z) =ay +ayx +ayz® + -+ a,z",

o



https://www.youtube.com/watch?v=kqZXV9Iqups&feature=youtu.be
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em que os a, i=1,2,..,n sdo chamados os coeficientes do polinémio, n
é dito o grau do polinémio e x é a variavel de definicdo do polinémio.
Podemos escrever essa dltima expressao usando a notacao de somatorio

na forma
n
p(z) = Z a; z' .
i=0

Os polindmios podem ser operados segundo as quatro operacdes
basicas.

e Na adicdao ou subtracdao de dois polinémios, devemos somar ou
subtrair os coeficientes dos termos monomiais semelhantes,
colocando em evidéncia a parte literal. Assim, por exemplo, a soma
dos polinémios p(x)=3—4x+21x° e q(x)=—14+2x-4x3+8x" fica
p(x)+q(x)=3-4x+21x°+(—1+2x—4x*+8x°)=2—2x—4x>+29x";

e Na multiplicacdo de dois polindmios, devemos multiplicar cada
termo monomial de um, por cada termo monomial do outro,
realizando as operacgdes de potenciacdo que se facam necessarias
na parte literal de cada produto. Assim, por exemplo, o produto dos
polinébmios p(x,y,z)=3x—4xy*z—3yz* pelo polindmio q(xy)=1—
x+xy fornece o resultado

p(xy,2)-q(x,y)=3x—4xy*z—3yz*-3x*-4x’y*z—3xyz*+ 3x°y—4x*y>z—3xy°2%;

e Na divisdao de polin6mios, devemos buscar termos no quociente
que vao, ap6s multiplicacao pelo divisor, se ajustando aos termos
de maior grau ainda existentes no dividendo, removendo-os
sucessivamente, até que o grau do polindmio restante seja menor
que o grau do polindmio divisor. Como exemplo, vamos dividir o
polinémio p(x)=x3-6x*-x+12 pelo polindmio q(x)=x-2. Temos a
seguinte sequéncia:

K- —x+12 |[x=2
=¥+ 2 x—4x -9
— b —x+12
+ 47— 8x
9% +12
+ 918
-6




2.6 Fatoracao

Assista Fatoracao de formas algébricas .

Com a fatorac¢ao, transformamos uma soma ou uma subtracao de
expressoes algébricas em um produto com fatores. Podemos fatorar
uma expressao algébrica:

e colocando os fatores comuns em evidéncia. Assim, por exemplo:
x*y3z—xy*zi=xy*z-(xy—z°);

e fazendo um agrupamento. Assim, por exemplo:
52427+ 5x+2X=52+5x+2z+2x=5-(2+x)+2-(z+x)=(5+2)-(z+x);

 usando a diferenca entre dois quadrados, dada por a*~b*=(a+b)
(a-b). Assim, por exemplo:
36x*—81y*=(6x)*—(9y)*=(6x+9y) - (6x—9y);

e usando as expressdes dos trindbmios perfeitos, dados por:
(x+a)?=x*+2xa+a’ e (x-a)*=x*—2xa—a*. Assim, por exemplo:
9y?—12y+4=(3y-2)>

De fato, geralmente, em expressdoes mais complexas, o que se busca
é simplifica-la usando de maneira combinada uma ou mais dessas
formas de fatoragdo. No calculo a seguir, apresentamos uma fatoracao
de expressao mais complexa:

X2 =2y*+3xy+x+y=x*+y*+2xy+y*+xy+x+y=(x+y)*+y(y+x)+(y+x)
=(y+x)-(x+2y+1).



https://www.youtube.com/watch?v=2vDcbnD9DzY&feature=youtu.be

Encerramento

Vimos ao longo desse curso os elementos fundamentais da
matematica basica para operar com fracdes as mais variadas; calcular
com a potenciacdo; trabalhar com a radiciacdo; manipular expressoes
polinomiais; e reconhecer alguns produtos notaveis e seu significado.

Esperamos que vocé, apds esse estudo, também consiga caracterizar,
operar e pensar logicamente a partir de conjuntos.
Desejamos sucesso em sua jornada de estudos!
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